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Vorwort

Dieses Skript entstand begleitend zur VL. Analytische Mechanik im Sommeremes-
ter 2024 und wird fir das Sommersemester 2025 iiberarbeitet und angepasst/. Die
Erstellung des Skripts wurde mit SQM Mitteln unterstiitzt.

Bitte beachten Sie: (i) Das Skript befindet sich noch in der Entwicklung, d.h., der
Text wird noch weiter ausgebaut werden, (ii) das Skript ersetzt weder den Besuch
der VL noch die eigene Lektiire von Lehrbiichern, (iii) wie in jedem neuen Text
schleichen sich Fehler ein, die noch ausgemerzt werden miissen.

Die Erfahrung aus den vergangenen Semester hat gezeigt, dass Ihre Auseinanderset-
zung mit dem Text und Ihre Riickmeldungen wesentlich zum Erfolg beitragen.

Die Inhalte des Skripts, insbesondere auch die Beispiele, sowie die Aufgaben aus den
Ubungen definieren die Grundlage fiir die Klausur.

Falls Sie Tippfehler entdecken oder Fragen und Anregungen haben, dann kontaktie-
ren Sie bitte:

Fabian Heidrich-Meisner, heidrich-meisner@uni-goettingen.de
Herzlichen Dank!

Hinweise:
e Es gibt keine Gewahr fiir Korrektheit!

Fabian Heidrich-Meisner
Gottingen, im April 2025



1 Einfiihrung

Welche physikalischen Systeme werden durch die (nicht-relativistische) klassische
Mechanik beschrieben?

e Ensemble von Massepunkten

e Kontinua (als Ndherung an die atomare Struktur der Materie)
in Anwesenheit von

e Kriften bzw. unter der Vorgabe von Potentialen

e und fiir kleine Geschwindigkeiten v <« ¢ (¢: Vakuumlichtgeschwindigkeit), d.h.
wir betrachten zunéchst nur den nicht relativistischen Fall.

e und fiir makroskopische Langenskalen f;,, > aqtomar, die grofier als atomare
Léangenskalen sind, auf denen die Quantenmechanik relevant wird.

Die Aufgaben der klassischen Mechanik sind

e das Aufstellen der Bewegungsgleichung (BWGL) fiir die rdumlichen Koordina-
ten von Massepunkten aus grundlegenden Prinzipien (z.B. Newtons I1. Gesetz,
Hamiltonsches Prinzip) bei gegebenen Kréiften bzw. Potentialen.

e das Losen dieser Bewegungsgleichungen, was meist nur in Spezialfillen gelingt
(gekoppelte harmonische Oszillatoren, Zentralpotential).

e Ausnutzen von Erhaltungsgréfien beim Losen von BWGLn.
e cine formale Struktur der Beschreibung iiber Erhaltunsgréfien, Symmetrieen.
e cine Definition von Losbarkeit und Kriterien dafiir.

Es gibt nur wenige exakt losbare Beispiele, die man kennen muss, aufgrund ihrer
physikalischen Relevanz (z.B. Massepunkte im 1/r Potential, harmonischer Oszilla-
tor). Erhaltungsgrofien spielen in den meisten Féllen eine wichtige Rolle, um diese
Losungen zu erhalten.



1.1 Was ist neu in der Analytischen Mechanik?

Neu ist vor allem der Abstraktionsgrad. Was in der Experimentalphysik noch teils
von Situation zu Situation unterschieden wurde, wird moglichst systematisch durch-
gefithrt und auf allgemeinere Prinzipien zuriickgefiihrt. Ein durchgehend auftre-
tendes Muster ist der Ubergang von Kriften auf Potentiale, dann der Schritt auf
Langrangefunktionen und spéter auf Hamiltonfunktionen. Alle Zugénge fiithren fiir
ein gegebenes Problem auf dieselben BWGLn, der Lagrangeformalismus wird die
Verallgemeinerung auf Feldtheorien erlauben, der Hamiltonformalismus den Uber-
gang zur Quantenmechanik und die Vielteilchenphysik in der Statistischen Mecha-
nik. Als grundlegenstes Prinzip zur Herleitung von BWGLn werden wir das Hamil-
ton’sche Prinzip kennenlernen.

Aber auch die formale Struktur ist neu, die die Rolle von Erhaltungsgréfien und
Symmetrien einschliesst, deren Kenntnis auf exakte Losungen fithren kann (z.B. Be-
wegung eines Massepunkts im 1/r Potential, harmonischer Oszillator, gekoppelte
harmonische Oszillatoren). Eine wichtige Rolle spielt in diesem Kontext der Pha-
senraum, der die Grundlage einiger formaler Aussagen aber auch fiir nichtlineare
Probleme ist, die auf chaotische Dynamik fithren.

Wo kommt die Mechanik in der aktuellen Forschung vor?
e Himmelsmechanik, Astro-/Geophysik.
e Fluiddynamik (hier benotigt man allerdings auch schon Thermodynamik).
o Festkorperphysik (z.B. Gitterschwingungen).
e Molekiilphysik (z.B. Rotations- und Schwingungsfreiheitsgrade).
e Klassische Vielteilchensysteme (d.h., die klassische statistische Physik).

e Molekulardynamik (eine numerische Methode zur Simulation klassischer Viel-
teilchensysteme).

1.2 Literatur

Folgende Lehrbiicher eignen sich sehr gut zum begleitenden Lesen:
e Fliessbach
e Nolting
e Kuypers

Vertiefende Lektiire:

e Goldstein



Sehr ausfiihrlich ist das Skript von Prof. Kurt Schonhammer Dieses enthélt viele
schone weiterfiirende Beispiele und Diskussionen.

e K. Schonhammer, Skript zur Analytischen Mechanik: Webpage des Insituts
fiir Theoretische Physik - Forschung - Dort unter Retired professors: Klicken
Sie auf Prof. Schénhammers Namen, das Skript finden Sie auf seiner Webpage.



2 Newton’sche Mechanik

Das 2. Newtonsche Axiom sagt aus, dass die Summe aller auf einen Massepunkt der
Masse m wirkenden Kréfte F' gleich der zeitlichen Ableitung seines Impulses p ist:

ﬁ:azméfzz H(7). (2.1)

Hier nehmen wir an, dass die Masse als Funktion der Zeit erhalten ist. Im allgemeinen
sind die Krifte Funktionen des Ortsvektors 7 und der Zeit ¢, manchmal auch eine
Funktion von 7. Im folgenden sind die Krifte nur Funktionen des Ortsvektors.

Das Ziel ist es, den Ortsvektor 7(t) als Losung der aus Newton II abgeleiteten
Bewegungsgleichungen (BWGLn) fiir die Koordinaten zu bestimmen und freie Kon-
stanten, die die allgemeine Losung enthalten muss, aus Anfangsbedingungen zu be-
stimmen, d.h., aus der Vorgabe von

bei einem beliebigen Zeitpunkt ¢y. Formal ist das ein Anfangswertproblem (AWP).
Zunéchst wihlen wir kartesische Koordinaten x,y, z, d.h., wir entwickeln den Orts-
vektor beziiglich kartesischer Basisvektoren:

T'=x€, + YEy + 2E, . (2.3)

Solange sich die Kréfte aus mikroskopischen Potentialen ableiten, ist die Dynamik
deterministisch. Diesen Fall diskutieren wir zunéchst.

2.1 Eindimensionale Systeme

2.1.1 Einfithrendes Beispiel: Massenpunkt an einer Feder,
harmonischer Oszillator (* * x)

Wir betrachten einen Massepunkt der Masse m an einer Feder mit Federkonstante
k, die entlang der z-Achse um A/ bezogen auf eine entspannte Feder ausgelenkt wird
(siche Abb. 2.1)).
Wir verwenden Newton II Glg. im eindimensionalen Fall mit der Koordinate
z = z(t). Die hier auftretenden Krifte sind die Federkraft Fj und die Schwerkraft
F,, die durch

Fy=kAl und F,=-mg (2.4)

definiert sind. Hier werden nur die z-Komponenten der Krifte angegeben; in F, und
F, ist das Vorzeichen in Hinblick auf die Wahl der z Koordinatenachse zu beachten.



Abbildung 2.1: Massepunkt der Masse m an einer Feder mit Federkonstante k.

Wenn Al > 0 (Feder ist elongiert), dann wirkt die Federkraft in positive z-Richtung,
fiir Aly in negative z-Richtung.

Um eine moglichst einfache Form der Bewegungsgleichung zu erhalten, wéhlen wir
den Koordinatenursprung so, dass dieser der Ruhelage des Systems entspricht[T] In
der Ruhelage heben sich die im System wirkenden Krifte gegenseitig auf, weshalb

Fg:_Fk <~ Fg+Fk=0 (25)

gilt.
Mit dem gewihlten Koordinatensystem inkl. -ursprung geben wir die Krifte als
Funktion von z an:
F,=-mg (2.6)
Fr = kAL =Fk(Aly - 2). (2.7)

Dabei ist Afy die Auslenkung der Feder im kréftefreinen Punkt, und wegen Glg. (12.5))
gilt:

Al = %. (2.8)

Die gesamte Anderung der Linge der Feder ist Al = —z + Al (wieder die Wahl der
Koordinatenachse beachten).

'Wir diskutieren spiter, warum das erlaubt ist. Wiederholen Sie die Rechnung mit einer beliebigen
Wahl des Koordinatenursprungs z = 0, siche Ubungen.



Daraus ergibt sich als BWGL fiir die Koordinate z(¢) der folgende Zusammenhang:

mZ=-kz also Z+ Ez =0. (2.9)
m

Mathematisch sind die BWGLn in der Newton’schen Mechanik stets gewdhnliche
Differenzialgleichungen 2. Ordnung in der Zeit, hier fiir die Funktion z = z(¢). Das
Argument der gesuchten Funktion z = z(t), die Zeit ¢, wird in der Regel nicht
ausgeschrieben. Es existiert eine eindeutige Losung fiir alle Zeiten, falls z(¢g), 2(to)
fiir einen beliebigen Anfangszeitpunkt ¢, gegeben sind.

Im dem hier betrachteten Spezialfall ist die DGL zusétzlich linear, homogen und
hat konstante Koeffizienten. Als lineare DGL ist diese DGL homogen, da es keinen
Term ohne z(t) oder Ableitungen von z(t) gibt (physikalisch: keine externe, i.a.,
zeitabhingige Kraft). Fiir das Losen dieser Art von Differentialgleichungen (linear,
homogen, konstante Koeffizienten) gibt es ein Standard-Losungsschema. Wir fangen
mit dem folgenden Ansatz an:

2(t) = zeM mit AeC. (2.10)

Wegen e = 1 ist 2z die Anfangsauslenkung aus der Ruhelage bei t = 0. Diesen Ansatz
setzen wir nun in die gegebene Differenzialgleichung ein. Dafiir miissen wir zunéchst
z(t) zweimal ableiten.

2(t) = Azpe, Z(t) = A2zpeM

(A2 +£)zpeM = 0.

(2.11)
D FEinsetzen

Diese Gleichung muss fiir alle Zeiten ¢ und fiir beliebige z, erfiillt sein, daher folgt:

= /\2 = —E = )\172 =49 E = :I:i(,c}o mit Wo = ﬁ (212)

Mit dieser Notation kénnen wir die BWGL fiir z = z(¢) neu hinschreiben:

F+wiz=0. (2.13)

Diesen Typ einer BWGL bezeichnen wir unabhéingig von der physikalischen Reali-
sierung und Bedeutung der Koordinate als die BWGL des eindimensionalen Harmo-
nischen Oszillators. wy ist die Eigenfrequenz des harmonischen Oszillators.

Zuriick zur Mathematik. Der Losungsraum dieser Differenzialgleichung ist ein zwei-
dimensionaler Vektorraum. Daher kann jede beliebige Losung von Glg. als
Linearkombinationen zweier Basisfunktionen dargestellt werden. Diese Basisfunk-
tionen nennt man auch Fundamentallosungen der DGL. Dementsprechend muss es



zwei freie Parameter geben, um aus der allgemeinen Losung eine spezielle zu ma-
chen und die physikalischen Anfangsbedingungen erfiillen zu kénnen. Die allgemeine
Losung dieser gewohnlichen, linearen, homogenen Differenzialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten ist

2(t) = ae™t + be!  mit a,beC. (2.14)

Die beiden Fundamentallosungen sind daher et und e-*ot,

Bemerkung: In der Theorie der linearen, homogenen DGLn mit konstanten Koeffizi-
enten fiir eine Funktion z(¢) fithrt der Standardansatz Glg. (2.10) auf das Auffinden
der Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p(A) =0. (2.15)

Fiir einfache Nullstellen ); ist die zugehoérige Fundamentallésung e, Falls es sich
um eine m-fache Nullstelle \; handelt, dann sind die zugehorigen m Fundamen-
tallosungen et terit .. ¢tm-leMit, Ein Beispiel ist der aperiodische Grenzfall beim
geddmpften harmonischen Oszillator.

Zuriick zum Beispiel. Bei gegebenen Anfangsbedingungen, d.h., der Vorgabe von
Anfangsauslenkung z(¢ = 0) und Anfangsgeschwindigkeit Z(¢ = 0) lisst sich aus der
allgemeinen Losung ein lineares Gleichungssystem erstellen, um die Parameter a und
b zu bestimmen und das vorliegende Problem eindeutig zu 16sen. Seien nun fiir ¢y = 0
Anfangswerte gegeben’]

2(0) = zp Anfangsauslenkung
2(0) =vy  Anfangsgeschwindigkeit (2.16)

Daraus erhalten wir durch Einsetzen von ¢ = 0 in die allgemeine Losung Glg. ([2.14))
das folgende lineare Gleichungssystem (LGS) fiir a, b:

2(0)=a+b=2z (2.17)
2(0) = iwg(a—b) =vg. (2.18)
Dieses LGS hat die folgende Losung:
1 Vo 1 Vo )
= ) D ) i 2.1
=aqa 2(20+z'w0)’ 2(20 o (2.19)

Setzen wir nun die errechneten Parameter a,b in die allgemeine Losung Glg. (2.14))
ein, erhalten wir die eindeutige Losung des in Glg. (2.16)) definierten Anfangswert-
problems (AWP):

1 , ;
2(t) = 3 (Zo + Z%)o) giwol 4 — (zo - —) e ol (2.20)

2wir setzen 0.B.d.A. ¢y = 0.



Ein wichtiger Test ist nun, ob z(t) reellwertig ist oder nicht. Fassen wir also Expo-
nentialfunktionen zu trigonometrischen Funktionen zusammen.

t) = — ( ,iwot + —twot + = iwot _ ,—twot 291
2(t) “03 (e e ) T (e e ) (2.21)
= 29 cos(wot) + D sin(wot) . (2.22)

wo

Das passt also, es ergeben sich physikalisch sinnvolle reelle Funktionen z(t¢). Aber
warum rechnen wir, wenn am Ende sowieso etwas reellwertiges steht, trotzdem mit
komplexen Exponentialfunktionen? Dies hat mehrere Griinde. Zum einen ist es all-
gemeiner und mit Exponentialfunktionen lédsst sich einfacher arbeiten als mit trigo-
nometrischen Funktionen. Auch beim Arbeiten mit Feldern in der klassischen Feld-
theorie und der Quantenmechanik wird sich dieser allgemeine Ansatz auszahlen.

In den Ubungen werden Sie das Umformen der Darstellungen diskutieren, aufgrund
der linearen Struktur des Losungsraumes dieser DGL ist das einfach ein Basiswech-
sel.

Zusammenfassung

Wir extrahieren einige Resultate, die jenseits des Beispiels richtig bleiben. Um all-
gemein zu sein, schreiben wir fiir die Koordinate ¢ statt z.

e Die Bewegungsgleichung fiir einen Massepunkt mit einer Koordinate ¢(t) ist
eine gewohnliche Differenzialgleichung 2. Ordnung in der Zeit.

e Die allgemeine Losung dieser Bewegungsgleichung muss (1) zwei freie Konstan-
ten enthalten, diese nennt man Integrationskonstanten.

e Es existiert eine eindeutige Losung der Bewegungsgleichung (unter der Maf}-
gabe, dass die wirkenden Krifte stetig in ihren Argumenten sind), wenn An-
fangsbedingungen der Art ¢(Zy) und ¢(ty) gegeben sind.

e Das heifit aber auch, dass die Losung fiir alle Zeiten ¢ durch die Anfangsbe-
dingungen festgelegt sind. Die klassische Mechanik ist daher deterministisch.

Ende VL 1!

Phasenraum

Wir fithren eine neue Idee ein und beschreiben den Zustand eines mechanischen
Systems durch Angabe der Koordinaten und Impulse zu einem gegebenen Zeitpunkt
t. In unserm Beispiel wére das (z(t), mz(t)).

Was verstehen wir unter einem mechanischen System? Das wéare die Zahl der Mas-
sepunkte und die gewé#hlten Koordinaten (was die Dimensionalitét einschliesst).



Wir ordnen jedem moglichen Zustand eines dynamischen Systems einem Punkt
im Phasenraum zu. In unserem Kontext ist das die Menge aller Punkte (z,p.),
d.h., die die rdumliche Koordinate z und der zugehérige Impuls p, = mz an-
nehmen koénnen [7

@Zunéchst ist fiir kartesische Koordinaten klar, was der Impuls ist. Spéter verallgemeinern
wird das fiir beliebige Koordinaten.

Es ist moglichff] eine Differenzialgleichung 2. Ordnung in ein System von zwei Dif-
ferenzialgleichungen 1. Ordnung zu iiberfithren. Wir illustrieren das am Beispiel der
linearen DGL aus Glg. (2.13]). Die Groflen

2(t) i = z1(t) (2.23)
mz(t) : = 2o(1) (2.24)

fassen wir zu einem Vektor zusammen als

= (Zl) (2.25)

s (% z 0 1/m\(=
BN C—

Dies ldsst sich auf folgende vektorielle Form bringen:

Z= A Z (2.27)
2x2 Matrix

wobei die Anfangsbedingung Z(ty) dann die Losung Z(t) festlegt. In diesem Bild
durchléuft Z(t) als Funktion der Zeit den Phasenraum.

Graphische Interpretation

Gerade in der Hamiltonschen Mechanik wird das Konzept des Phasenraumes wich-
tig. Hier interessieren wir uns zum Beispiel fiir den Ort und Impuls eines Teilchens
und, wie wir sehen werden, somit fiir zwei Differenzialgleichungen 1. Ordnung statt
einer Differentialgleichung 2. Ordnung.

Weiterhin ist die physikalische Interpretation sowie die Visualisierung des Phasen-
raumes interessant. Die tatséchlich als Losung einer BWGL durchlaufenen Punkte
im Phasenraum ergeben eine Kurve, die Phasenraumtrajektorie. In unserem Beispiel
handelt es sich um eine geschlossene Kurve, und zwar eine Ellipse.

3In Rechenmethoden und/oder Maphy 1/Diff wurde dies ggf. bereits behandelt.
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Abbildung 2.2: Die Abbildung zeigt die Kurve der Punkte, die von Z(¢) durchlaufen
werden. Fiir den harmonischen Oszillator ist das eine Ellipse. [FHM: Z durch p,
ersetzen.]

Die Ellipsenform der Kurve kénnen wir aus der Form der Losungen bei gegebenem
29, Vo ablesen:

2(t) = zp cos(wpt) + i sin(wot) (2.28)
Wo
2(t) = —wozo sin(wot) + vg cos(wot) . (2.29)

Da es uns nur um die Erkldarung der Ellipsenform und nicht um die allgemeinst
mogliche Form geht, wéhlen wir 0.B.d.A. fir ¢t = 0, dass 2(0) = 2, und 2(0) = 0.
Setzen wir dies nun ein, erhalten wir

(Z(t) )2 + ( p=(t) )2 = cos®(wot) +sin®(wot) = 1, (2.30)

20 2w

was einer Ellipsengleichung mit Halbachsen a = z5 und b = zgmwy entspricht:

() -

Energie als Erhaltungsgrole

Wir haben bereits geklart, warum rein mathematisch Ellipsen als Trajektorien im
Phasenraum zu erwarten sind. Die physikalische Bedeutung hinter den Ellipsen ist
ein wenig spannender: Die Ellipsen sind die Linien konstanter Gesamtenergie!
Schauen wir uns das genauer an: Ist die Gesamtenergie konstant (in unserem Beispiel
gibt es nur die potentielle und kinetische Energie) arbeiten wir bekanntlich in einem
konservativen System. Fiir unser Beispiel eines harmonischen Oszillators trifft das
zu, denn die Federkraft ldsst sich durch ein Potential V (z) darstellen]

Fy=-kz=-V'(2). (2.32)

4Wie in der VL gezeigt, kann der Beitrag des Schwerkraftpotentials durch eine Koordinatentrans-
formation 2z’ = z — zg absorbiert werden.
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Das Potential ist nun durch

V(z) = $k2?

gegeben | Die Gesamtenergie E ist durch
E=T(Z)+V(2) (2.33)
d.h., die Summe aus der kinetischen 7" und der potentiellen Energie V' gegeben. Die

kinetische Energie fiir eine kartesische Koordinate kennen wir:

1
T=gm?. (2.34)
Wir fassen E als auf dem Phasenraum definierte Funktion von p, = mz, z auf:
L2 (2.35)
= —kz“. .
2m 2

Wir suchen diejenigen Punkte (z,p.), die zu fester aber beliebiger Energie Fy geho-
ren, d.h.,

E(z,p.)=Ep. (2.36)

Teilt man nun in Glg. (2.36) durch Ey und formt geeignet um, denn steht wieder
eine Ellipsengleichung da:

(%)Z(ﬁ)zﬂ. (2.37)

Wir machen uns noch klar, dass die Gesamtenergie eine Erhaltungsgrofie ist, d.h.,
wir zeigen

dE
dt
Durch Auswerten der totalen Ableitung nach der Zeit erhalten wir (m =const.):

d_E—a_E' +6_E
dt _8pzpz 0z

0. (2.38)

z:p2%+kzz”:2(mfz'+k:z) =0, (2.39)

wobei wir in der letzten Zeile die BWGL mZ + kz = 0 des Systems verwenden ]

Das heifit im Umkehrschluss, dass Erhaltungsgrofien die erlaubten Trajekto-
rien im Phasenraum einschrinken! In diesem speziellen Beispiel werden die
moglichen Zusténde in der ganzen Ebene auf die Zustdnde auf Ellipsen einge-
schriankt (von zweidimensional auf eindimensional).

®Das Potential ist nur bis auf eine Integrationskonstante Vj eindeutig festgelegt.
6Diese Aussage zeigen wir spéter allgemein fiir konservative Krifte.
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Zusammenfassung

e Begriff des Phasenraums und des Zustandes eines mechanischen Systems mit
einer Koordinate und einem Massepunkt.

e Auf dem Phasenraum ist es zweckmaéssig, die BWGL als Systeme von DGLn
erster Ordnung darzustellen. Dies ist dquivalent zur Darstellung iiber Newton
IT (eine gewohnliche DGL 2. Ordnung). Die Zahl der Integrationskonstanten
andert sich nicht.

e Phasenraumtrajektorien des ungeddmpften 1D harmonischen Oszillators sind
geschlossene Bahnen und zwar Ellipsen.

e Die Linien konstanter Gesamtenergie fiir den ungedampften 1D harmonischen
Ostzillators sind Ellipsen.

e Erhaltungssétze schrinken die durch die klassische Dynamik erreichbaren Zu-
stdnde im Phasenraum ein.

e Die Verwendung von DGLn 1. Ordnung ist der Startpunkt fiir Standard-
Numerik Verfahren, z.B. das Eulerverfahren.

e Ausblick: Der Hamiltonformalismus wird auf Systeme von DGLn 1. Ordnung
fithren.

2.1.2 Einschub: Eulerverfahren (x)

Einige physikalische Probleme werden durch analytisch 16sbare Differenzialgleichun-
gen beschrieben oder lassen sich so vereinfachen, dass dies moglich ist. Im allgemei-
nen ist das nicht gegeben. Dann versucht man, die Probleme zumindest numerisch
und eben nicht mehr analytisch zu 16sen. Im computergestiitzten wissenschaftlichen
Rechnen (CWR) werden Sie numerische Losungsverfahren sowie Fehlerabschitzung
oder Stabilitdtsanalysen noch detailreich durchnehmen. An dieser Stelle wird auf
eines der grundlegendsten numerischen Losungsverfahren eingegangen, auf welchem
viele Verallgemeinerungen basieren. Es handelt sich um das Fulerverfahren.

Sei dafiir ein System aus Differenzialgleichungen erster Ordnung gegeben:

i=f(&t) wobei &=i(t). (2.40)

Wir nehmen an, dass Z(t) ein reeller Vektor ist. Durch den Kontext der Mechanik
motiviert, betrachten wir die Zeit als Argument; das Verfahren gilt jedoch fiir belie-
bige Funktionen einer Verédnderlichen. Das Aufstellen eines numerischen Verfahrens
fiir eine gewohnliche DGL involviert in der Regel zwei Schritte.

e Schritt 1: Im ersten Schritt diskretisieren wir die Zeitachse. Eine Diskretisie-
rung des Arguments der betrachten Funktion ist in praktisch allen numerischen
Verfahren notwendig. Wir ersetzen fiir ¢ € [0, tyax ]

t—>t;=iAt , i=0,...,N, (2.41)

13



t
t-=0 — Emax

Abbildung 2.3: Az ist die Intervalllinge, N die Intervallanzahl zwischen 0 und ..
Der Zeitpunkt ist gegeben durch ¢; =7 - At mit ¢ = 0, ..., N. Der Einfachheit halber
schreiben wir Z(t;) = Z;.

wobei At der Zeitschritt ist und ¢, = NAt. Von diesem Parameter wird die
numerische Genauigkeit und Stabilitdt des Verfahrens abhingen[] Aufgrund
der Diskretisierung der Zeitachse nimmt auch die gesuchte Funktion Z(¢) nur
noch diskrete Werte an:

Zo= 2 (4). (2.42)

Wir realisieren, dass derartige numerische Verfahren generisch Folgen i — Z;
produzieren. Die aus der Mathematik bekannten Konzepte und Definitionen
der Konvergenz von Folgen sind hier anwendbar.

e Schritt 2: Im zweiten Schritt approximieren wir alle Ableitungen durch ihre
Differenzenquotienten. Die einfachst mogliche Ndherung ist:

ZZ‘(t + At) - i‘(At) B i‘i+1 - i‘z

24
At At (243)

5
T~

Wir erhalten die folgende Vorschrift fiir das Eulerverfahren, die den Wert z;,1
aus (t;,7;) generiert:

= T =3+ ALF(3 ). (2.44)

Dieser kleine Einschub ist nur dafiir da, dass Sie von numerischen Losungsverfahren
schon mal etwas gehort haben. In der Ubung werden Sie das Eulerverfahren einmal
auf den harmonischen Oszillator anwenden und die Ergebnisse im Phasenraum plot-
ten. Letzteres entspricht ca. zehn Zeilen Code in Python.

Ende VL 2

"Stabilitit bezieht sich darauf, dass bei fiir manche Verfahren physikalisch falsche Losungen mit
beliebig groflen Werten der Funktion |Z| entstehen kénnen, also instabile Losungen.
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Abbildung 2.4: Die Abbildung zeigt einen Massepunkt der Masse m auf einer Kreis-
bahn mit Radius R. Dies realisiert das mathematische Pendel.

2.1.3 Zum Selberlesen: Mathematisches Pendel

Hinweis: Dieses Kapitel ist zum Selberlesen gedacht, dient als Vorbereitung auf Blatt
P2 und HA2 und enthilt Teile der Lisungen der in den Ubungen behandelten Auf-
gaben von Blatt P2 und HAZ.

Das mathematische Pendel ist Thnen bereits aus der Experimentalphysik bekannt.
Wir diskutieren dieses wichtige Problem in Hinblick auf folgendes:

e Als Beispiel fiir einen nicht-linearen Oszillator.

e Als Beispiel fiur die Reduktion eines zweidimensionalen Systems auf ein ein-
dimensionales System durch das Vorliegen einer Zwangsbedingung.

e Als Beispiel fiir die Verwendung von krummlinigen Koordinaten.

e Als Beispiel fiir das Aufstellen der Newton’schen BWGL in krummlinigen Ko-
ordinaten (siche HA2).

e Als Beispiel fiir Phasenraumtrajektorien in Abhéngigkeit von der Amplitude
der Schwingung (siche Blattt P2 und HA2).

Es sei gegeben ein Massepunkt der Masse m in einem zweidimensionalen Raum mit
dem Ortsvektor 7 = ; . Der Massepunkt bewegt sich auf dem Rand eines Kreises

fiir alle Zeiten ¢ (siche Abb. [2.4)). Daher gilt
?+yP=R*  Vt. (2.45)

Diese Gleichung stellt eine Zwangsbedingung an die Bewegung des Massepunkts dar.

15



Unter einer Zwangsbedingung versteht man die Einschrénkung der Freiheits-
grade eines Systems. Rein mathematisch ist die Zwangsbedingung eine Glei-
chung, in der die Koordinaten auftreten[q Effektiv bewirkt eine Zwangsbedin-
gung die Reduktion der Zahl der unabhingigen Koordinaten (bez. der Zahl
Freiheitsgrade) des Systems um eins. Zwangsbedingungen sind keine BWGLn,
miissen aber zu allen Zeiten von der physikalische Losung erfiillt sein. In den
Zwangsbedingungen, die wir meistens behandeln werden, treten keine zeitli-
chen Ableitungen der Koordinaten auf, sondern nur die Koordinaten selber.

?Allgemein auch die Zeit, siehe spétere Diskussion.

Die Summe der hier wirkenden Krifte ist in diesem Fall nur die Schwerkraft. Das
Problem lasst sich offenbar in der Ebene formulieren, daher nimmt die Schwerkraft

Die zusétzliche Glg. reduziert das Problem nun auf eine eindimensionale Situa-
tion, d.h., die beiden Koordinaten x, y sind nicht unabhéngig durch 4 Anfangsbedin-
gungen festlegbar. Wir suchen jetzt geeigente Koordinaten, die die Zwangsbedingung
automatisch erfiillen. Da sich der Massepunkt s auf einer Kreisbahn bewegt, liegt
es nahe, einen Winkel ¢ zur Parametrisierung der in der Zwangsbedingung gegebe-
nen Kurve zu verwenden. Dieser Winkel ist ein erstes Beispiel fiir eine generalisierte
Koordinate, die so gewahlt wird, dass Zwangsbedingungen automatisch erfiillt sind.
Formal sind wir zu ebenen Polarkoordinaten (r, ) {ibergegangen:

x =rsing (2.47)
y=-rcos(p). (2.48)

Dabei stellt ¢ den Auslenkungswinkel der Masse aus der Ruhelage dar. Ublicherweise
wéhlt man in diesem Problem ¢ so, dass ¢ = 0, wenn der Massepunkt bei (0,-R)
ist, und versieht Auslenkungen nach rechts mit dem positiven Vorzeichen. Dann gilt
@ €[-m, 7T)E| Der Abstand vom Koordinatenursrprung ist jedoch konstant, so dass

r=R, (2.49)
was die Zwangsbedingung automatisch erfiillt. » hat also keine Dynamik!

Wir versuchen und die Bewegungsgleichung fiir ¢ zu erstellen. Die Herleitung der
Bewegungsgleichung geschieht hier geometrisch und im néchsten Schritt als Beispiel
fiir das Aufstellen von BWGLn aus Newton II in krummlinigen Koordinaten. Spéter
fithren wir das ganze dann formal im Rahmen des Lagrangeformalismus I durch.

8Apdere Definitionen des Wertebereichs von ¢ sind moglich, aber fiir dieses Problem ungiinstig.
Uberlegen Sie sich, warum!
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Abbildung 2.5: In der Abbildung eingezeichnet sind die Kréfte, die auf den um ¢
ausgelenkten Massenpunkt wirkeni Schwefkraft F, und Zwangskraft Z. Die Schwr-
kraft wird in zwei Komponenten Fj und F, zerlegt.

Ein haufiger Trick beim Arbeiten mit vektoriellen Grolen ist es, den Vektor als
Linearkombination zu schreiben. Diesem Prinzip folgend zerlegen wir die Schwerkraft
in eine senkrechte und eine parallel zum Kreisbogen wirkende Komponente (siehe

Abb,

—

Fy=F+F, (2.50)

wobei F| hier die Zwangskraft Z kompensiert, welche den Massepunkt auf der Kreis-
bahn halt. In unserem Beispiel konnen wir uns einen Stab vorstellen, der den Ur-
sprung mit dem Massepunkt verbindet und der die Zwangskraft auf den Massepunkt
ausiibt. Mehr zu Zwangskréften im Kapitel zum Lagrangeformalismus.

Die parallele Kraftkomponente ]3” wirkt tangential zum Kreisbogen und entlang des
Einheitsvektors EH- Diese Komponente ist fiir die tatséchliche Beschleunigung der
Masse auf der durch die Zwangsbedingung gegebenen Bahn verantwortlich. Ublicher-
weise fiihrt man jetzt die Bogenlédnge s ein, die mit dem Winkel ¢ so zusammenhéngt

(R sei der Radius des Kreises){
s=Rp. (2.51)

Bei einer positiven Auslenkung in s-Richtung wirkt als Riickstellkraft F; |- Dieser
Vektor ist (anti-)parallel zum Vektor ds, der die Anderung von s nach Betrag und
Richtung beschreibt. Damit kénnen wir Newton II so hinschreiben:

I sin(p) = 0. (2.52)

<P+R

Die Masse kiirzt sich heraus[l7 Dies ist nichts anderes, als die Beschreibung des ma-

9Vorzeichen beachten: hier positiver Winkel, positive Bogenlinge.
0Experimentell: Schwere gleich triger Masse.
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thematischen Pendels, diese BWGL fiir ¢ = (t) ist wegen des sin(y) im allgemeinen
nicht-linear ]

Ziel fiir die Analytische Mechanik

Ein wichtiges Ziel fiir den Verlauf des Kurses ist das Aufstellen eines allgemeinen
und eleganten Verfahrens, um fiir derartige Probleme Bewegungsgleichungen aufzu-
stellen, wenn generalisierte Koordinaten bekannt sind. Dieses Verfahren lernen wir
in Form des Lagrangeformalismus kennen.

Bemerkung: Fir kleine Auslenkungen s << R ergibt sich aus Glg. (2.52) mit sin(y) ~
¢ wieder ein harmonischer Oszillator, im Grenzfall kleiner Schwingungen:

G+wio=0; wo= % (2.53)

Bemerkung: Auch fiir das mathematische Pendel gilt Energieerhaltung, weil das
Schwerefeld konservativ ist. Die Gesamtenergie in kartesischen Koordinaten lautet:

E(i,y;2,y) = 5(«%2 +9%) +mgy. (2.54)

Wir ersetzen x,y durch die generalisierte Koordinate ¢:

E(p,0)=T(9) +V(p) (2.55)
= %R%f —mgcos(p). (2.56)

Die moglichen Trajektorien im Phasenraum der Zusténde (¢, ) konnen wir wieder
aus der folgenden Gleichung (E; fest aber beliebig) bestimmen{|

E(p,p) = Eq. (2.57)

Abhéngig von Ej in Relation zu Ej,, = 2mgR ergeben sich unterschiedliche, durch E
parametrisierte Kurvenscharenﬁ die wir z.B. numerisch aus Glg. bestimmen
konnen, ohne die BWGL losen zu miissen. Da die BWGL nicht-linear ist, illustriert
diese Beispiel die Niitzlichkeit von Erhaltungsgréfien!

Herleitung der BWGL aus Newton II): Nun machen wir die Rechnung zur Herleitung
von Glg. (2.52)) nochmal eleganter. Jetzt wenden wir Newton II auf die Projektion
der Schwerkraft auf den tangentialen Einheitsvektor f” an. Dieser ist in jedem Punkt

"Hzufig findet sich diese Gleichung mit ¢ (Linge ¢ des Stabs) statt R.

12Streng genommen miissten wir die Geschwindigkeit ¢» durch den zugehérigen verallgmeinerten
Impuls ersetzen. Das erfolgt im Lagrangeformalismus, fiir die Form der Phasenraumtrajektorien
in diesem Beispiel ist das unwichtig.

13 Achtung: E, parametrisiert die Kurvenschar, nicht einzelne Phasenraumtrajektorien)
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auf der Bahn als Funktion von ¢ festgelegt und zeigt in die Richtung der Anderung
von . Mit unserer Definition von ¢ gilt:

iy = (COS(¢)) . (2.58)

sin(¢p)

Damit erhalten wir:

Fy -1y = (Fj+ F.) -1 = F - (2.59)
—-mg ((1)) Ay =mi* -1 (2.60)

Nun errechnen wir 7, indem wir komponentenweise nach der Zeit ableiten:

AN sin(¢p)

)=o) 200
T\ _ . [cos(p)

: _Rw(sin(go)) (2.62)
z\ . [cos(p) o[ sin(y)

i ‘R“O(sin(@)*m” (—cos(s0>) 1269

Setzen wir dieses Zwischenergebnis nun wieder in Glg. (2.60)) ein, so folgt aus
iy R, 261
dass
R$ = —gsin(p) (2.65)

beziehungsweise Glg. ([2.52)).
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A Losungen zu ausgewadhlten
Ubungsaufgaben
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A.1 Lo6sung zu Prasenzblatt 1

Einfiihrung zu Differentialgleichungen

e Fin wesentliches Ziel der Analytischen Mechanik ist das Aufstellen von Be-
wegungsgleichungen (BWGL) fiir die Koordinaten eines Massepunkts. Wenn
man diese BWGLn hat, dann handelt es sich um gewdhnliche Differentialglei-
chungen fiir die Koordinaten als Funktion der Zeit. In diesem Aufgabenblatt
geht es um einige essentielle Losungsverfahren.

e Im Laufe des Kurses werden wir im wesentlichen 2 Losungsverfahren fiir ge-
wohnliche DGLn fiir Funktionen y = y(z) verwenden{l]

— fiir bestimmte DGLn 1. Ordnung die Methode der Trennung der Veran-
derlichen.

— fiir lineare DGLn mit konstanten Koeffizienten den Losungsansatz
y=y(z)=e. (A1)

e Bei linearen DGLn fiir eine Funktion y = y(x) unterscheiden wir den homo-
genen Fall (y® ist die f-te Ableitung von y nach z, y(® = y die Funktion
selber):

Zalg(x)y“)(m) =0 (A.2)

und den inhomogenen Fall mit einer Funktion g = g(x):

eﬁ(:]am)y“%x) ~g(x). (A3)

Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen DGL n-ter Ordnung ist
stets die Summe der allgemeinen Losung y;, der homogenen DGL (mit n Inte-
grationskonstanten) und einer partikuléren Losung y;, der inhomogenen DGL:

Y=Y+ Yin - (A.4)
Die partikuldre Losung ist nicht eindeutig.

e Fiir homogene lineare DGLn gilt:

— Ist y = y(z) eine Losung, dann ist auch § = cy eine Losung (c ist eine
Konstante und kann im allgemeinen komplex sein).

— Sind y; und y, Losungen, dann ist auch g = y; + y» eine Losung.

Daher hat der Losungsraum einer homogenen linearen DGL n-ter Ordnung die
Struktur eines n-dimensionalen Vektorraums.

"'Wir verwenden hier die in der Mathematik iibliche Notation, fiir uns wird es sich meist um
zeitabhéngige Funktionen drehen.
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e Die allgemeine Losung einer gewohnlichen DGL n-ter Ordnung muss n freie
Parameter haben, die wir Integrationskonstanten nennen. Die Losung wird ein-
deutig (Details siehe Mathematik), wenn Anfangsbedingungen vorgeben wer-
den, die die Integrationskonstanten festlegen.

A.1.1 Losung zu Aufgabe P1.1: Trennung der Veranderlichen

Die Methode der Trennung der Verénderlichen (TdV) ist auf DGLn 1. Ordnung vom
Typ

y = f(y)g() (A.5)

anwendbar. Wir schreiben y’ = dy/dz und formen um:

dy
W) f dx g(x). (A.6)
Wenn man beide Integrale berechnen kann und nach y auflésen kann, hat man eine
geschlossene und explizite Losung. Beachten Sie, dass es genau eine Integrationskon-
stante in einer DGL 1. Ordnung geben muss.

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden DGLn fir y = y(z) mit Hilfe
der Methode der Trennung der Verédnderlichen.

Hinweis: Verwenden Sie bei b) die Methode Variation der Konstanten zum Auf-
finden einer partikuldren Losung der inhomogenen DGL. Dies bedeutet, dass Sie
erst die Losung der homogenen DGL angeben, die eine Integrationskonstante C' ent-
hélt. Dann bestimmen Sie eine partikulare Losung, indem Sie als Losungsansatz die
homogene Losung mit C' = C'(z) ansetzen. Dies ergibt eine DGL fiir C' = C'(z).

a) xy?—e*y =0.

Losung:
d
xy? - e‘”% =0
2 _ :cdy
Ty =e T
d
£dx = —‘g
er Y

B e B 1
Cz+1-Cer (z+1)er-C
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Note that a general choice of C' and x allows the denominator to be 0. We
must therefore restrict = such that (z +1)e=* - C # 0.

b) y' =4y — x2.

Losung: Die DGL ist 1. Ordnung, linear, und inhomogen. Zuerst bestimmen
wir die Losung der homogenen DGL mit Trennung der Verdnderlichen:

d
ﬂzglyh = thC'eM.
dz

Eine spezielle Losung der inhomogenen DGL erhalten wir mit der Methode
der Variation der Konstanten, d.h., wir verwenden die Losung der homogenen
DGL mit der Modifikation C' - C'(x). Einsetzen ergibt:

dy _
dx
%(C(:C)e“) =4C(z)e** - 2*
4C (z)e* + C'(x)e*™ = 4C (x) e -
C'(z)e* = —a?
C,(ZL‘) _ —$26_4x
C(x)=- / r?e™dy =
C8rt+dr+1
T

Am Ende kénnen wir die eine Integrationskonstante beliebig umbenennn. Be-
achten Sie jeweils den moglichen Wertebereich der Integrationskonstanten.

4y —x

2 +4dx+1 .
—e

32 + 02

+ Chel®

A.1.2 Erzwungene Schwingungen beim harmonischen Oszillator

Betrachten Sie den angetriebenen, geddmpften harmonischen Oszillator

P+ 2y +wiz = f(t). (A.7)

Hierbei handelt es sich um eine inhomogene, lineare DGL 2. Ordnung fiir die Funk-

tion x = x(t).

a) Ermitteln Sie fiir 0 <y <wp (Schwingfall) die allgemeine Losung von Gl. (A.7)
fiir folgende Funktionen f(t).

Hinweis: beachten Sie, dass die allgemeine Lésung einer inhomogenen linearen
DGL stets die Summe der allgemeinen Losung der zugehdrigen homogenen
DGL und einer speziellen Lésung der inhomogenen DGL ist. In dieser Aufgabe
miissen Sie daher erst einmal die homogene DGL allgemein 16sen und dann
fiir jedes f(t) eine partikulidre Losung finden.
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i. f(t) =a = const: Raten Sie eine partikuléire Losung!
Losung:
Um die inhomogene DGL
i+ 2y +wir=a

allgemein zu losen, bestimmen wir erst die allgemeine Losung x;, der
homogenen DGL und dann eine spezielle Losung x;, der inhomogenen
DGL. Die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist dann:

T =XTp+ Tip . (A8)
Losung der homogenen DGL:
T+ 2T + w%wh =0

Wir machen den Standardansatz fiir homogene lineare DGLn mit kon-

stanten Koeffizienten:
zy(t) = CeM

Einsetzen in die homogene DGL ergibt:
CA2eM + 20y e + CweM = 0

C = 0 ist die triviale Losung, diese schliessen wir ausf] Der obige Ausdruck
verschwindet nur fiir alle ¢, wenn:

MN+29A+w2=0 = A=-vx/12-w?
Wir betrachten den Schwingfall (v < wp) und schreiben dann:

)\172 =—7=x 1/ CUS - ’}/2 . (Ag)

Damit ergeben sich zwei Fundamentallésungen der homogenen DGL:
— i 2_~2 i 2_A2
T (t) = M= eIV gy (1) = et = eIV

die beides oszillierende Losungen sind, mit einer exponentiellen Damp-
fung. Die Eigenfrequenz des geddampften Oszillators ist:

w=\wi-72. (A.10)

Die allgemeine Losung der homogenen DGL ist die Linearkombination
der beiden Fundamentallssungen e** und e*2t:

2 (t) = Crana (£) + Cozpa(t). (A.11)

2Daher kann man die Konstante auch von vornehrein in der Rechnung weglassen!)
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1i.

Bemerkung: Es gibt mehrere gleichwertige Moglichkeiten, die allgemeine
Losung anzugeben (siche HA1):

x5(t) = Cre7 et 4+ Chertemt (A.12)
zp(t) =e (C’l cos(wt) + Cy sin(wt)) . (A.13)

Durch Angabe von Anfangsbedingungen ergibt sich stets dieselbe eindeu-
tige Losung!

Weitere Ubung: Geben Sie die allgemeine Losung der homogenen DGL
auch fiir den aperiodischen Grenzfall (v = wp) und den iiberddmpften Fall
(Kriechfall, v > wp) an.

Fiir die inhomogene rechte Seite f(t) = a konnen wir raten, dass z;,(t) =
C3 mit einer Konstanten C3. Einsetzen ergibt:

. 2. _ 2 _ _ a

Tip + 2y +wirin=a = wiCs3=a = (C5=—.

2
W

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist daher:

z(t) = xp(t) + 2 (t) = [Clei\/“’g‘”% + Cge_iVWS‘”zt] + % . (A14)
Wo
Die Konstanten €'} und C5 sind im allgemeinen komplex, fiir eine phy-

sikalisch sinnvolle Losung fiir vorgegebene reelle Anfangsbedingungen
z(t =0) =y und (¢t = 0) = vy jedoch reell (siehe Hausaufgabenblatt

1).

Wir lernen daran, dass eine konstante Kraft, die auf den Oszillator wirkt,
durch eine Verschiebung des Koordinatenursprungs kompensiert werden
kann. Siehe auch HA1 am Beispiel der Masse an einer Feder im konstanten
Schwerefeld.

f(t) = foRe(e™!) (fo und w reell): verwenden Sie den Ansatz z(t) =
Re(Zge™?); o komplex. Rechnen Sie bei ii. mit komplexen Funktionen,
d.h., lassen Sie die Realteilbildung weg, und bestimmen Sie Amplitude
und Phase der partikuléren Losung als Funktion von w, wy und . Skiz-
zieren Sie |Zy| und die Phasenverschiebung als Funktion von w.

Losung:

Da die Realteilbildung eine lineare Operation ist, vertauscht diese mit
den (ebenfalls linearen) Ableitungen und wir kénnen zunéichst komplex
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rechnen und den Realteil am Ende nehmnen. Einsetzen dieses Ansatzes
x(t) = Toe™! mit komplexem Zy in die DGL ergibt:

(-w? + 2w + wg ) Toe™" = foe™",
was fiir beliebige Zeiten nur erfiillt ist, wenn
(-w? + 2ivw + wi )0 = fo
Die komplexe Amplitude ist also:
A Jo

T = ; .
w2 - w? + 2w

Die reelle Amplitude ist daher:

Jo |
Vi(w§ w2+ (29w)?

Die Phasenverschiebung zwischen Antrieb und Oszillator ist dann (be-
achte &g = |To|e™):

|To| =

R 2yw
¢ = arg(Zo) = —arctan | ——
W —w

Die gesuchte partikuldre Losung ist:
x5, (1) = Re(20e™?) = | 2| cos(wt + @)

mit den oben angegebenen Ausdriicken fiir |Zo| und ¢.

Skizze:
y= w2 — 242 .
R w wh Y . f 0“ w = wy w >
T2/ -
|Z]
> -Tr
0 w

b) Bestimmen Sie fiir i. die Losung des AWP z(0) = x¢;v(0) = 0.

Losung:
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Wir gehen aus von (einer Form) der allgemeinen Losung, z.B.:

x(t) = e " [C} cos(wt) + Cysin(wt)] + % : (A.15)
Wo
Fiir z(0) = 2o und v(0) = 0 folgt:
2(0) = e(C} cos(0) + Cysin(0)) + % =
wo
a

01 =Xy — w—g

v(0) = 2(0) = —ve°(C} cos(0) + Cy5in(0)) + we’(C; sin(0) — Cy cos(0)) =0
= —’7C1 - WCQ =0
CQ = —101 = —1 (130 - %)
w w Wi

Durch die Angabe der Konstanten C} und Cs ist die Losung eindeutig festge-
legt.
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