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Differentialgleichungen
ODEs

Mechankik: & + wiz = 0 ist eine ODE der Ordnung 2
mi = F(x, 2,t) Newtons’sche Mechanik
zuruck fueren auf ein System von ODEs 1. Ordnung

Hamilton’sche Mechanik:

OH(q,p) _p _p?
- m,H(q,p) =5 +V(q)

oH 0V

=%~ 3

Anfangsbedingungen ¢(t = 0) = g, und p(t = 0) = p,.
Beispiele sind Ratengleichungen, radioaktiver Zerfall und Populationsdynamik.

Pearl-Unschulat Modell
n(t) : Anzahl der Individuen

dn
a ~ v
v/n = const
n(t) = n(0) exp(x/%)
vn=ry(1—k,),k=const >0

allgemeine Formulierung: y(™ (t) = g(y, Y.yt t)

n)

U =¥
YD) 4y n) = 9(Ys Y1y ey Yp15t)
Yn—2 = Yn_1
v =g

:lj = g(yla ""yn—l)

dy
5= g(y,t)

Diskretisierung der Zeit [0,T],t, = 0,t; = At,t, =nAt =T



ti1 Euler-Cauchy
y(ti) = y<tifl) + / dtg(y(t),t) ~ y(tifl) + g(y(ti,l, tifl))At + O(AtZ)
t

mit globalem Fehler bei Integration ueber [Q), T']
T

EN
At

At? ~ TAt ~ O(At)

Beispiel Ratengleichung r(n) =r — (1 — k,,)

n(t,) = n(t,_,) +ro (1 - tk" )n(ti_lAt)

i—1

alt) = 1+ Atrghn(t 1) (1- 13 Rn(t)

Variable z(t;_1) = ﬁl—rifon(tifl)
z(t;) = dpx(t,_1)(1 —2(t;_1)),4p = 1 + Atr,

Zuletzt: At klein

1 Aty dp—1
)= 0= T A T 4

Pointcarre Abbildung mit Bifurkation.
Leapfrog Algorithmus
’ ’ ti — ti—
v = ol () 2= 02) | oay

y<ti+1) —y(ti_1)
At

y'(t) = +O(At)

TODO: Implement this algorithmus as well as the global error
Velocity-Verlet Algorithmus fuer klassische Mechanik
~()-(0)
0(t) a(z;t)
U(tiyn) = z(ti_y) + 20(t;) At + O(AL)
v(t;,) = vt 1) +2a(z(t,), t,) At + O(At?)

Umschreiben der zweiten Gleichung:
Es wird von ¢;,_; nach t; ; gegangen.

v(ty) = vt ) +a(z(t; ) ) At

T(i341) = @(tig) + 20(t;) At

(tigr) = 0(t;) + a(z(tiyr), i) At
Das ergibt

U(tie) = v(tip1) + a(@(tipg)tipr) At
= 0(tigs) = v(t;) +2a(@(ti11), 1) At
2At =6t



(t+ 6t) = o(t) -I—U(t + %)&

ot ot
v(t 4 0t) = v(t + —) +ala(t + 6t), t + 6t)
s
Forderungen an einen guten Integrator der klassischen Mechanik
+ Energieerhaltung
+ Zeitumkehrinvarianz
1. der Bewegungsgleichungen sind zeitumkehrbar invariant. Jeder vernuenftige Algorithmus erfuellt dies

zu der Ordnung O(6t?)
() = () ™= (i an) -

2. des Algorithmus zy — 2, = 0,vy —v; =0
« Phasenraumerhaltung symplektisch

ti g =t
Zeitumkehr
B (tig1) = (1)
V(tip) = _77(ti+1>
tiv1 = tigs
V' (tipe) = V' (tipn) +a(@ (ti) tipn) AL = —v(ti ) + a(x(t; ) At
@' (tig1) = @ (tig1) + 20" (140 At
= z(ti1) + 2[~v(ti1) + a(z(tiy)) At At
=z(t;_q) + 2Atv(t;) —v(ti) +alz(t,)) At
= z(t;_1)
Takeways

 Ableitung diskretisierung
« Taylorentwicklung der Ableitung
« Mit Euler-Cauchy kann am einfachsten nach vorne integriert werden
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